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Polynoémes - TD4
R[X] et I’analyse

Exercice 1. Echauffement
a) Soit P =%} ;a,X" € R[X], avec a,, # 0. Décrivez le comportement de P(z) quand
T — 400 et quand x — —oco.
b) Esquissez les graphes des polynoémes suivants, vus commes des fonctions de R dans

R :
i) 2X2 44X +3 i) X3 4+2X%2 - X —2 i) —4X?1+4X2 -1

Solution de l’exercice 1.

a) On pourrait commencer par leur rappeler le comportement qualitatif, en distinguant
les cas oul n est paire ou impaire, puis les faire montrer que P(z) ~ a,z™ quand
x — +oo.

b) i) L’écrire sous la forme 2(X + 1) + 1, puis dessiner la parabole. ii) L’écrire sous la
forme (X —1)(X +1)(X +2), puis s’orienter par rapport aux zéros. iii) L’écrire sous
la forme —4(X? —1/2)? = —4(X — 1/v/2)?(X + 1/4/2)?, puis s’orienter par rapport
aux zéros.

Exercice 2. Racines réelles

a) Montrer que chaque polynome de degré impair a coefficients réels admet une racine
réelle

b) Soit P € R[X] scindé dans R. Montrer que P’ est également scindé dans R.

Solution de ’exercice 2. lllustrer par le graphe du polynéme !

a) Exercice 1 a) et théoréme des valeurs intermédiaires.

b) Notons n = deg P. On veut montrer que P’ a deg P’ = n—1 racines réelles (comptées
avec leur multiplicité). Soient a; < ... < aj les racines de P et my,...,my leurs
multiplicités, si bien que my + - - - +myp = n. Chaque a; avec m; > 2 est alors encore
racine de P’ avec multiplicité m; — 1. De plus, par le théoréme de Rolle, entre a;
et aj11 il y a au moins une racine a; de P/, i = 1,...,k — 1. Comptés avec leur
multiplicité, P’ a donc au moins Zle(mi — 1)+ k —1=mn— 1 racines réelles.

Exercice 3. Formule de Taylor
a) Soit K un corps et P € K[X], deg P = n. On désigne par P*) la k-ieme dérivée de
P. Montrer que pour tout a € K et x € K, on ait
n
p(k)
Pla+z) = Z k!(a) 2*  (Formule de Taylor)
k=0

b) Trouver le polynome P € R[X] de degré 5, tel que P(1) =1, P/(1) =1, P"(1) = 2,
PO)(1) =6, PW(1) = 24, P(0) = 0.



Solution de lexercice 3.
a) Clair.
b) 14+ (X -1+ (X —1)2+(X -1+ (X - 1)+ (X — 1),

Exercice 4. Polynéme interpolateur de Lagrange. Soient a1 < --- < a, € R et
bi,...,by, € R. Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe un unique polynéme P de
degré au plus n — 1 (appelé le “polyndme interpolateur de Lagrange”), tel que P(a;) = b;
pour tout 2.
a) Pour i = 1,...,n, trouver un polynéme L; de degré n — 1 tel que L;(a;) = d;;
(symbole de Kronecker).
b) Construire a partir des L;, i = 1,...,n, un polynéme P avec P(a;) = b; pour tout i.
¢) Soit @ un polynéme de degré au plus n — 1, tel que Q(a;) = b; pour tout ¢. Montrer
que @ = P. Cela reste-t-il vrai si on ne suppose pas que deg@Q <n —17
d) Donner les polynéomes de degré 2 ou moins ayant les mémes valeurs que sin(x) en

T T T m 3T
DT 0T ) —r0 O L 1}
i) ,0, i) —m, 0,7 iii) 5'3 5

Solution de l’exercice 4.

o ijﬁz'(X - aj)
2) Li= Hj;éi(a — aj)
b) P=>,bL;.

c) Le polynéme P — @@ a n racines. Comme il est de degré au plus n — 1, c’est le
polynéme nul. Si on ne suppose pas que deg @ < n — 1, I'assertion n’est pas vrai, car
si R est par exemple le polynome interpolateur de Lagrange avec R(a;) = b; — a’,
alors S = R+ X" satisfait a S(a;) = b;.

d) Encore ici, les laisser d’abord dessiner le graphe de sin(x) et les inciter a deviner
la réponse géométriquement. Puis utiliser le fait que le polynéme ainsi trouvé est
I'unique.



